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Zusammenfassung

Das Rechnen mit Diagrammen fiir monoidale Kategorien ist nicht nur eine angenehme Me-
thode, um komplizierte Rechnungen durchzufiihren, sondern verbindet Algebra direkt mit der
Geometrie und Topologie. Unser Beispiel wird die Knotentheorie sein. Im neunzehnten Jahr-
hundert war die Knotentheorie ein brandaktuelles Thema in der Mathematik, wurde jedoch
dann nicht weiter vorangetrieben, bis sie in den neunziger Jahren eine Wiedergeburt erlebte.
Der Grund fiir diese Renaissance war die Entdeckung der Darstellung bestimmter Algebren aus
der mathematischen Physik, welche zu Knoteninvarianten fithrten. Dies wurde formalisiert und
in der Sprache der Schleifenkategorien mathematisch umgesetzt.
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1 Grundbegriffe

Ein zentrales Ziel dieses Vortrags ist, Linkinvarianten — insbesondere das Jones-Polynom — aus rein
algebraischen Daten systematisch herzuleiten. Bereits auf der Ebene von Vektorrdumen treten dabei
zwei grundlegende Operationen auf: das Tensorprodukt von Objekten und Morphismen sowie die
Auszeichnung eines Einheitsobjekts (etwa des Grundkorpers). In konkreten Modellen — Darstellun-
gen von Quantengruppen, Temperley—Lieb-Algebren, geflochtene Vektorrdume — ist das Rechnen mit
Tensorprodukten allgegenwartig, aber stets an die jeweilige Kategorie gebunden. Monoidale Kate-
gorien abstrahieren genau diese Situation: Sie erfassen ein Tensorprodukt ®, ein Einheitsobjekt e
und die zugehorigen Strukturisomorphismen (Assoziator, Links- und Rechtsunitéten) so, dass alle
Kohéarenzbedingungen prézise formuliert und kontrolliert werden kénnen. Begriffe wie geflochten,



pivotal, Ribbon- oder Tangle-Kategorie werden dadurch zu wohldefinierten strukturellen Eigen-
schaften, unabhéngig von einem konkreten Modell. Fiir den weiteren Verlauf ist diese Abstraktion
aus zwei Griinden zentral: Zum einen erlaubt sie, Linkdiagramme als Morphismen in einer universel-
len Tangle- bzw. Ribbon-Kategorie zu interpretieren. Zum anderen entstehen Linkinvarianten genau
dadurch, dass man monoidale Funktoren aus diesen Kategorien in eine algebraische Zielkategorie —
etwa die Kategorie endlichdimensionaler Darstellungen von U,(sly) — betrachtet.

Wir erinnern uns kurz an die Definition einer Kategorie.

Definition 1.1. Eine Kategorie C besteht aus
« einer Klasse Ob(C) von Objekten,
o fiir je zwei Objekte X,Y € Ob(C) einer Menge Hom¢(X,Y) von Morphismen f: X — Y,
o fiir jedes Objekt X einem ausgezeichneten Morphismus 1y € Home (X, X), dem Identitéats-
morphismus,
« ciner Komposition o : Hom¢(Y, Z) x Home(X,Y) — Home(X, Z2), (g, f) — go f,
so dass fiir alle passend definierten Morphismen f, g, h gilt:
1. Assoziativitat: (hog)o f =ho(go f),
2. Einheitsaxiom: 1y o f = f = f o 1x fiir jeden Morphismus f: X — Y.
Seien C und D Kategorien. Ein Funktor F' : C — D besteht aus
e einer Zuordnung X — F'(X) von Objekten X € Ob(C) zu Objekten F'(X) € Ob(D),
» Zuordnungen Hom¢(X,Y) — Homp(F(X), F(Y)), f — F(f), fir alle Objekte X, Y,
so dass die folgenden Bedingungen erfiillt sind:
1. Erhalt von Identitidten: F(1x) = 1p(x) fiir alle Objekte X,
2. Erhalt der Komposition: F'(go f) = F(g) o F(f) fur kompatible Morphismen f, g in C.

Und nun versehen wir diese mit mehr Struktur.

Definition 1.2. Eine monoidale Kategorie ist ein Sextupel (C,®, e, a,l,7), bestehend aus
« einer Kategorie C,
o einem Funktor ®: C x C — C, dem Tensorprodukt,
o einem Objekt e € C, der Tensor-Einheit,
e einem natiirlichen Isomorphismus a: ® (® x 1¢) = ®(1l¢ X ®), dem Assoziator,
« natiirlichen Isomorphismen 7: ® (1¢ X €¢) = 1lec und I: ® (e x 1¢) = 1¢, den Rechts- und
Linksunitaten,
so dass die folgenden zwei Bedingungen erfillt sind:
1. Pentagon-Axiom: Fiir alle Objekte U, V., W, X € C kommutiert das Diagramm

(UoV)eW)e X —22% , UeoV)o(WeX) 2, o (Ve (W e X))
v v w®lx ly®av,w,x
ay,vew,Xx

U (VeW)eX U (Ve e X).

2. Dreiecksaxiom: Fir alle Objekte V, W € C kommutiert das Diagramm

av.e W

(Vee) oW » V@ (eaW)

ry@lw 1y @lw

VeoWw.



Die monoidale Kategorie heifit strikt, falls a, » und [ identitare natiirliche Transformationen
sind, das bedeutet, dass die natiirliche Transformation fiir jedes Objekt gerade die Identitat ist.

Monoidale Funktoren sind genau jene Funktoren, die das gesamte Gefiige einer Tensorstruktur
bewahren. Sie transportieren Einheitsobjekt und Tensorprodukt mitsamt kanonischen Isomorphis-
men so, dass alle Rechnungen mit ® in der Zielkategorie nahtlos mit denen in der Ausgangskategorie
iibereinstimmen. Monoidale natiirliche Transformationen ermdglichen es anschliefend, solche struk-
turerhaltenden Funktoren miteinander zu vergleichen.

Definition 1.3. Seien C und D Kategorien und F' : C — D ein Funktor.
1. F heifit treu, wenn fiir alle Objekte X, Y € C die induzierte Abbildung Fyy : Hom¢(X,Y) —
Homp(F(X), F(Y)), f — F(f), injektiv ist.
2. F heiBlt voll, wenn fiir alle Objekte X,Y € C die Abbildung F y surjektiv ist.
3. F heifit volltreu, wenn F' voll und treu ist, d. h. wenn fir alle Objekte X,Y € C die Abbildung
FX,Y leekth ist.

Definition 1.4. Seien C und D Kategorien.
1. Ein Funktor F' : C — D heiBt eine Aquivalenz von Kategorien, wenn es einen Funktor
G : D — C sowie natiirliche Isomorphismen n : 1o = GF, ¢ : FG = 1p gibt. In diesem Fall
nennt man GG eine Quasiinverse zu F' und sagt, C und D seien dquivalent.
2. Aquivalent dazu ist F : C — D genau dann eine Aquivalenz von Kategorien, wenn F
volltreu ist und wesentlich surjektiv auf Objekten, d.h. jedes Objekt von D ist isomorph
zu einem Objekt in der Bildkategorie von F'.

Definition 1.5. Seien (C, ®c, ec, a‘,1¢,7¢) und (D, ®p, ep,a?, [P, rP) monoidale Kategorien.
1. Ein monoidaler Funktor von C nach D ist ein Tripel (F, ¢¢, %), bestehend aus
e cinem Funktor F': C — D,
« einem Isomorphismus ¢°: ep — F(e¢) in D,
e einem natirlichen Isomorphismus ¢®: ®@p (F x F) = F®¢,
der die folgenden Axiome erfillt:
(a) Vertraglichkeit mit dem Assoziator: Fiir alle Objekte U, V, W von C kommutiert

D
) AR (U),F(V),F(W)
— T

(FU)® F(V))® F(W FU)® (F(V)® F(W))

wg,v@F(vv)l llv@wgw
F(U® V)@ F(W) F(U) & F(V @ W)

%%v,wl l‘F’gwgw
(U V)@ W) ———— FU (VO W))

(b) Vertraglichkeit mit den Rechts- und Linksunititen: Fiir alle Objekte V' von C
kommutieren die Diagramme

ep @ F(V) 25 5 Flee)y @ F(V)  F(V)®ep — 2% 4 P(V) @ Flee)
l?(v)l l‘P?C,v ’"E(v) l%%,ec
FV) e Flec® V) FV) e F(V ® ee).



Ein monoidaler Funktor (F, ¢¢, ¢®) heifit strikt, falls ¢ = 1.,

und ¢% die identitare nattrliche

Transformation ist. Er heifit monoidale Aquivalenz, falls F: C — D eine Aquivalenz von
Kategorien ist; in diesem Fall heiflen C und D monoidal dquivalent.

2. Seien (F, ¢ ¢%) und (G, ¢¢, ¢®): C — D monoidale Funktoren. Eine monoidale natiirliche
Transformation von F' nach G ist eine natiirliche Transformation n: F' = G, s.d.:

(a) Vertraglichkeit mit ¢° und ¢°:

F(ec)

(b) Vertraglichkeit mit ¢® und ¢®: Fir alle Objekte V, W von C auch nachfolgendes

Diagramm kommutiert:

F(V)o F(W)

®
‘F’V,Wl

F(VeW)

— G
nvew

nvONw G(V)

G(W)

|0

(Ve W).

Eine monoidale natiirliche Transformation n: F' = G heiit monoidaler Isomorphismus,
falls fiir alle Objekte V' von C der Morphismus 1y : F(V) — G(V') ein Isomorphismus ist.

In unserem Kontext modelliert eine Verzopfung die topologische Operation des Uberkreuzens

Definition 1.6. Sei (C,®, e, a,l,r) eine monoidale Kategorie.
1. Eine Verzopfung auf C ist ein natiirlicher Isomorphismus c :

zweier Strange und kodiert damit algebraisch die Wirkung der Zopfgruppe auf Tensorprodukten von
Objekten. Die Hexagon-Axiome stellen sicher, dass diese Uberkreuzungen mit der monoidalen Struk-
tur vertraglich sind, d.h. dass verschiedene Arten, mehrere Strange nacheinander zu vertauschen,
zu demselben Morphismus fiihren. Dies ist wesentlich fir die Konstruktion von Knoten- und Lin-
kinvarianten aus Tangle- bzw. Ribbon-Kategorien, da dort Kreuzungen in Diagrammen durch die
Verzopfungsmorphismen realisiert werden.

® = ®°%. der das Hexagon-

Axiom erfiillt, d. h. fiir alle Objekte U, V, W in C kommutieren die folgenden Diagramme:

UeV)eWw 2y

aUVWl

U (VeoW) —

CU VW

U (VeoWw)
al;,lv,w

UxV)

CURVv,W

cu,v®lw
— (

ly®cv,w

—U®

VU)W

(VeW)

QW —— W ®

WeV) —

QU

UV) —

av,.u,w
—

av,w,Uu V ®

UWV

Ve UeWw)
l1V®CU,W

(WeU),

W)V

lCU,W®1V

Wel)aV.

aWUV

2. Eine Verzopfung heiffit symmetrisch, wenn cyy = c‘_/’lW fiir alle Objekte V, W in C.
3. Eine monoidale Kategorie mit einer Verzopfung heifit verzopft monoidale Kategorie. Ist
die Verzopfung symmetrisch, so heifit sie symmetrisch monoidale Kategorie.
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Definition 1.7. Seien C und D verzopft monoidale Kategorien.
1. Ein monoidaler Funktor (F, ¢, ¢®): C — D heifit verzopft monoidaler Funktor, wenn fiir
alle Objekte V, W in C das Diagramm

D
F(V),F(W)

F(V)® F(W) FW) @ F(V)

¢>3Wl las

FVOW) s FIV V)

kommutiert, wobei ¢ bzw. cP die Verzopfung in C bzw. D bezeichnet.
Sind C und D symmetrische monoidale Kategorien, so nennt man einen verzopft monoidalen
Funktor F': C — D auch symmetrisch monoidalen Funktor.

2. Seien (F, ¢, ¢®) und (G, ¢, 9®) verzopft monoidale Funktoren C — D. Eine verzopft natiir-
liche Transformation von F' nach G ist eine monoidale natiirliche Transformation n: F' = G,
die mit den Verzopfungsmorphismen vertraglich ist, d. h. fiir alle Objekte V, W in C kommutiert

D
CF(V),F(W)
) ——

F(V)® F(W FW)® F(V)

nv ®77Wl lﬁw pdyive

GV)® G(W) — GW) @ G(V).

G(V) G(W)

Eine verzopft natiirliche Isomorphie ist eine verzopft nattirliche Transformation, deren
Komponenten 7y alle [somorphismen sind.

Yang-Baxter-Operatoren kodieren in unserem Kontext die Wirkung von Kreuzungen auf dem
Tensorprodukt eines einzelnen Objekts V' in einer monoidalen Kategorie. Aus einem solchen Operator
erhdlt man Darstellungen der Zopfgruppe, deren Invarianten sich zu Link- und Knoteninvarianten
fortsetzen lassen. Die folgende Definition isoliert genau die algebraische Bedingung, die der dritten
Reidemeister-Bewegung entspricht.

Definition 1.8. Sei (C,®, e, a,l,r) eine monoidale Kategorie.
1. Ein Yang—Baxter-Operator in C ist ein Objekt V' € C zusammen mit einem Isomorphismus
0: VRV —V®V, sodass das folgende Dodekagon-Diagramm kommutiert:

VeV &L VeV)eV 25 Ve (Ve V)
ay v, v 1y Qo
Ve ev) Ve ev)
1V®UV Vﬂx_/,lv,v
Ve VeV VeV)eV
a‘_,}vyvv Vo®1v
VeVv)eV VeV)eV
o®1ly ay,v,v

ay,v,v. ly®c

(V®V)®V—> Ve(lVeV) <—V®(V®V)



2. Ein Morphismus von Yang-Baxter-Operatoren in C von (V, o) nach (W, 1) ist ein Mor-
phismus f:V =W inCmit o (f® f) = (f® f)oo.
Yang-Baxter-Operatoren in C und ihre Morphismen bilden eine Kategorie, die iiblicherweise mit
YB(C) bezeichnet wird.

In diesem Abschnitt betrachten wir monoidale Kategorien mit zuséatzlicher Struktur, namlich mit
linken und rechten Dualobjekten. Diese Duale spielen in den folgenden Abschnitten eine wichtige Rolle
bei der Konstruktion von Knoteninvarianten und fithren zu einem Begriff der Spur in einer monoidalen
Kategorie. Sie verallgemeinern den Dualraum V* eines endlichdimensionalen Vektorraums V' iiber
einem Korper F und die damit verbundenen linearen Abbildungen

ev: V'@V >F a®ve— alv), coev:F =V V", )\»—>)\Zvi®0/,

i=1

wobei (vy,...,v,) eine Basis von V und (a?, ..., a") die zugehérige Dualbasis von V* ist. Fiir einen
endlichdimensionalen Vektorraum V ist es lediglich Konvention, ob man die Evaluation als Abbildung
V*®@V — F oder als V® V* — I definiert, und entsprechend fiir die Coevaluation. Diese Varianten
sind durch die Vertauschung der Tensorfaktoren verkniipft. In einer allgemeinen monoidalen Kategorie
gibt es jedoch im Allgemeinen keine ausgezeichnete Struktur, die die Tensorfaktoren vertauscht. Daher
ist es wichtig, bei den Definitionen zwischen linken und rechten Dualen zu unterscheiden.

Definition 1.9. Sei (C,®, e, a,l,r) eine monoidale Kategorie.
1. Ein Objekt X in C heifit rechts dualisierbar, wenn es ein Objekt X*, das rechte Dual von
X, und Morphismen

evi X' @ X — e, coevi ie — X @ X*
gibt, so dass die folgenden Diagramme kommutieren:

coevX®1X

X—>e®X —— (XXX

1Xl lax,x*,x (14)

rx 1X®ev§
X+—— X®e i X (X"®X),

-1
1xx ®coevX

X X e Y ® (X @ X)
1X*l l“;(}*xx*
X+ 2 o xR (X g X) @ X+,

2. Ein Objekt X in C heifit links dualisierbar, wenn es ein Objekt * X, das linke Dual von X,
und Morphismen
evh X ®*X — e, coevik e — X ® X

gibt, so dass die folgenden Diagramme kommutieren:

L
1x®coevy

pol
X 25 X®e X2 (X ®X)

lxl l‘l)_(,l*x,x (1)

X oo x B (X orX) @ X,



coevg‘( ®1x

;)
X L e@ X 2S5 X@X)®X

I*Xl la*X’X’*X (2)

* evL
X X X ge E2NX @ (X @ X).

C heifit rechtsstarr, wenn jedes Objekt von C rechts dualisierbar ist, und linksstarr, wenn jedes
Objekt links dualisierbar ist. Sie heifit starr, wenn sie sowohl rechts- als auch linksstarr ist.

Aus dieser Definition folgt, dass ein Objekt Y in C genau dann ein rechtes Dual eines Objekts X
ist, wenn X ein linkes Dual von Y ist. Ferner gehoren die Evaluation und die Coevaluation wesentlich
zur Daten eines Duals. Rechtes und linkes Dual eines Objekts konnen als Objekte zusammenfallen,
sich aber in ihren Evaluations- und Coevaluationsmorphismen unterscheiden.

Eine pivotale Struktur stellt sicher, dass Links- und Rechtsdualitdten kanonisch zusammenfallen
und man in C einen wohldefinierten Begriff einer Spur erhalt. Dies ist zentral fiir die Konstruktion
von Knoteninvarianten aus der Tangle-Kategorie, da die diagrammatische Invarianz von Morphis-
menabschliissen genau diese Kompatibilitat erfordert. Insbesondere bildet eine pivotal (oder sogar
sphérische) Struktur die algebraische Grundlage fiir die Reshetikhin—Turaev-Konstruktion, aus
der etwa das Jones-Polynom entsteht.

Definition 1.10. Sei C eine rechtsstarre monoidale Kategorie. Eine pivotale Struktur auf C
ist ein monoidaler natiirlicher Isomorphismus w : 1o — **. Eine pivotale Kategorie ist ein Paar
(C,w), bestehend aus einer rechtsstarren Kategorie C und einer pivotalen Struktur w.

Wir untersuchen nun die Wechselwirkung von Verzopfung und Dualitdt in einer verzopft mono-
idalen Kategorie. In einer verzopf pivotalen Kategorie lassen sich Evaluations- und Coevaluations-
morphismen in Diagrammen tiber und unter Kreuzungen hindurchschieben; dabei bleibt ein grund-
legendes Muster iibrig, das eine Verzopfung mit einer Evaluation und einer Coevaluation kombiniert
und sich nicht weiter vereinfachen ldsst. Dieser Morphismus heifit Twist und spielt eine zentrale
Rolle bei der Beschreibung von gerahmten Links und Ribbon-Kategorien.

Definition 1.11. Sei C eine verzopft pivotale Kategorie.
1. Fiir jedes Objekt X in C ist der Twist auf X der Morphismus

Ox =rxo(ly ®evk)oayxx-o(cxx ®1x:)o a)_(,lx,x* o (1x ® coeviy) ory,
wobei ¢ die Verzopfung, a der Assoziator, r der rechte Unitor, evk: X @ X* — e die Evaluation
des linken Duals und coev¥: e — X ® X* die Coevaluation des rechten Duals von X ist.
2. Die Kategorie C heifit Schleifenkategorie, wenn alle Twists selbstdual sind, d.h. fiir alle
Objekte X in C gilt 0%. = Ox: X* — X™.

Offensichtlich existiert der Twistmorphismus fx in vier Varianten, die man erhélt, indem man
sein Diagramm an einer vertikalen Achse spiegelt und in Twist und Spiegelbild Uber- und Unter-
kreuzungen vertauscht. Die erste dieser Operationen liefert sein Inverses 9;(1, wéahrend die beiden
Varianten aus dem Spiegelbild der duale Twist 6%. und dessen Inverses sind. Diese fallen genau dann
mit fx bzw. f5" zusammen, wenn C eine Ribbon-Kategorie ist. Der Twist definiert einen natiirlichen
Isomorphismus 6 : id¢ = id¢ definiert, der im Allgemeinen jedoch nicht monoidal ist.

2 Knoten-, Links- und Schleifeninvarianten

Das Ziel der Knotentheorie ist es, wie wir bereits in den vorangegangenen Vortragen gesehen haben,
einfache und handhabbare Kriterien zu finden, mit denen wir



1. dberpriifen konnen, ob zwei Knoten ineinander tiberfiihrt werden kénnen, ohne diese zu zer-
schneiden, und
2. ob ein Knoten entwirrt werden kann, ohne dass man ihn zerschneidet.

Definition 2.1.

1. Ein orientierter Link ist eine glatte Einbettung L : [ S* — R? fiir ein n € N. Ein orien-
tierter Knoten ist ein orientierter Link L : S* — R3.

2. Ein Link ist eine Aquivalenzklasse von orientierten Links beziiglich der Aquivalenzrelation, die
durch Orientierungsumkehr auf jeder Kopie von S definiert ist.

3. Zwei orientierte Links L, L’ heiflen umgebungsisotop, wenn es eine glatte Abbildung F :
[0,1] x R? — R? gibt, so dass F; = F(t,—) : R® — R3 fiir alle ¢ € [0, 1] ein Diffeomorphismus
ist, Fy =1 gilt und F} o L = L' ist.

4. Zwei Links heiflen umgebungsisotop, wenn sie umgebungsisotop sind, bis auf Orientierungs-
umkehr auf jeder Kopie von S*.

Hier bezeichnet [, S die disjunkte Vereinigung von n Kopien von S, versehen mit der Finaltopo-
logie und der dadurch induzierten Struktur einer glatten Mannigfaltigkeit. Die Orientierungsumkehr
auf S! ist durch die Abbildung o: S — S!, z ++ 27! gegeben. Eine Einbettung einer glatten Mannig-
faltigkeit M in eine glatte Mannigfaltigkeit N ist eine injektive glatte Abbildung f: M — N, die ein
Homoéomorphismus auf ihr Bild mit der Teilraumtopologie aus /N ist und deren Tangentialabbildung
Tonf: TnM — Ty N fiir alle m € M injektiv ist. Der Begriff der Umgebungsisotopie formalisiert
die anschauliche Vorstellung, eine Verschlingung glatt zu deformieren, ohne sie durch sich selbst hin-
durchzufithren. Im Folgenden identifizieren wir daher — in leicht missbrauchlicher Weise — Links
bzw. orientierte Links mit ihren Bildern und schreiben einfach L C R?® anstatt L([[;_; S') C R®.

Definition 2.2. Seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten und f : M — N eine glatte Abbildung.
Ein Punkt z € N heifit transversaler Doppelpunkt von f, wenn f~'(x) = {p,q} C M aus genau
zwei Punkten besteht und die folgenden Bedingungen gelten:

(i) T,f und T,f sind immersiv, d.h. jeweils injektive lineare Abbildungen.

(ii) Die Bilder der Tangentialrdume schneiden sich transversal T, f(1,M )+ 1, f(T,M) = T, N.
In diesem Fall nennt man die lokale Struktur von f bei x eine transversale Doppeliiberlagerung.
Liegt eine solche Situation fiir alle Doppelpunkte der Projektion eines Links vor, so spricht man von
einer transversalen Doppelkreuzung im Linkdiagramm.

Proposition 2.3. Sei L C R? ein Link und P : R* — R? (z,y, 2) — (z,y) die kanonische Projektion.
Ein Linkdiagramm von L ist die Menge P(L) C R?. Durch geeignete Umgebungsisotopie von L kann
stets erreicht werden, dass P(L) generisch ist, d. h. die folgenden Bedingungen erfiillt:
(i) Fiir jeden Punkt z € R? gilt [P~ (z) N L] < 3.
(i) Es gibt nur endlich viele Punkte z € R? mit |[P~!(z) N L| = 2.
(iii) Fir jeden Punkt z € R? mit P~'(x) N L = {p,q} existieren offene Umgebungen U,,U, C
R? von p bzw. g sowie ein orientierungserhaltender Diffeomorphismus f : R? — R2, so dass
f (P(Up U Uq)) die lokale Struktur einer transversalen Doppeliiberlagerung aufweist.

Beweisskizze. Wir nehmen ohne Einschrankung an, dass L C R3 ein glatter Link ist, also das Bild
einer glatten Einbettung : M := H?Zl St < R3. Wihle auf jeder Zusammenhangskomponente von
M eine Orientierung und versehe M mit einer glatten Riemannschen Metrik. Dann ist fiir jedes p € M
der Tangentialraum 7, M ein 1-dimensionaler, orientierter, euklidischer Vektorraum. In einem solchen
Raum gibt es genau zwei Einheitsvektoren. Die Orientierung wahlt davon eine Richtung als positiv
aus, so dass genau einer dieser beiden Einheitsvektoren die gewéhlte Orientierung représentiert.
Damit existiert fiir jedes p € M ein eindeutig bestimmter Einheitsvektor u, € T,M, der die gewahlte
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Orientierung représentiert. Unter der Identifikation S? = {x € R® | ||z|| = 1} definieren wir eine
glatte Abbildung

de(up)
Hd’/(up)
wobei || - || die euklidische Norm in R? bezeichnet. Setze A := 7(M) U (—7(M)) C S?. Dann ist A
kompakt und 1-dimensional. Insbesondere ist A als kompakte Teilmenge von S? abgeschlossen, so
dass 5%\ A offen ist. Da A topologische Dimension 1 und S? Dimension 2 hat, besitzt A kein Inneres
in S2. Folglich ist S?\ A dicht. Sei v € 52\ A ein solcher Richtungsvektor, und sei P,: R? — R? die
orthogonale Projektion entlang der Richtung v.

Definiere f, :== P, ot: M — R2 Fiir jedes p € M ist T,M eindimensional und wird von 7(p)
aufgespannt. Ware d f,(p) = 0, so lage T, M im Kern von P,, also wére 7(p) = v, im Widerspruch zu
v & A. Folglich ist df,(p) # 0 fiir alle p, d.h. f,: M — R? ist eine Immersion. Damit ist insbesondere
jede Faser (f,) !(z) endlich und lokal besteht f,(M) aus endlich vielen glatten Kurven.

1. Doppelstellen: Wir benutzen nun den parametrischen Transversalititssatz [1, Theo-

rem 2.7]. Setze As := {(p,p) € M x M}, My =M x M \ A, und betrachte die Abbildung

T M — S D

Y

Hy: 8% x My — R%, Ha(w,p,q) == Py(1(p)) — Pu(e(q)).

Sie ist glatt. Nach dem parametrischen Transversalitédtssatz gibt es eine residuale (insbesondere
dichte) Teilmenge U, C S?, so dass fiir jedes w € Uy die Einschréankung hy ,, := Ho(w, -): MQ —
R? transversal zur Nullmannigfaltigkeit {0} C R? ist.
Fiir solches w ist (ha, ) *(0) eine O-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit, also eine diskrete
Menge. Da M, kompakt ist, ist diese Menge endlich. Die Punkte in (h2.w)~t(0) entsprechen
genau den Paaren (p, ¢) mit p # ¢ und P, (¢(p)) = Py,(t(q)), und Transversalitit bedeutet, dass
die beiden Zweige von f,, (M) sich dort transversal schneiden. Damit erhalten wir fiir solche w:
e es gibt nur endlich viele Doppelstellen, und
e jede Doppelstelle ist transversal. -
2. Dreifachstellen: Setze Az := {(p,q,7) € M? | p=q oder p=r oder ¢ = r}, M3 := M3\ A3
und definiere

Hy: 8% x My —R',  Hy(w,p,q,7) = (Pu(u(p)) = Pu(t()), Pul((p)) = Pu(u(r)).

Wiederum ist Hz glatt. Nach demselben parametrischen Transversalititssatz gibt es eine resi-
duale Teilmenge Us C S?, so dass fiir jedes w € Us die Einschrankung hg,, := Hz(w,-): Mz —
R* transversal zur Nullmannigfaltigkeit {0} C R* ist. Da dim Mz = 3 und codim{0} = 4, ist
fiir solche w das Urbild (h3,,)"'(0) = @. Es gibt also keine Tripel (p, ¢,r) mit p, ¢, r paarweise
verschieden und P, (¢c(p)) = P,(t(q)) = Py(¢(r)). Damit besitzt f,, keine Dreifachstellen. Setze
nun v € (S?\ A) N Uy N Usz. Da S? \ A offen und dicht ist und U,, Us residual sind, ist diese
Schnittmenge nichtleer; wéhle ein solches v. Fiir dieses v gilt:

o f, ist eine Immersion (Schritt 1),

o f, hat nur endlich viele, jeweils transversale Doppelstellen (Eigenschaften (ii) und (iii)),

o f, hat keine Dreifachstellen (Eigenschaft (i)).
Dies bedeutet genau, dass P,(L) im Sinne der Proposition generisch ist.

3. Riickkehr zur kanonischen Projektion: Sei nun e3 = (0,0,1) und P = P.,: R? — R? die
in der Proposition verwendete Projektion (x,y, z) — (x,y). Wéahle eine Rotation R € SO(3)
mit R(e3) = v und setze L' := R™'(L). Da SO(3) wegzusammenhingend ist, existiert ein
stetiger Weg ~: [0,1] — SO(3) mit y(0) = 1goe) und (1) = R~'. Die Abbildung H: R? x
0,1] — R3, (x,t) — ~(t)(z), ist damit eine Umgebungsisotopie mit H(—,0) = lgoe) und
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H(—,1) = R~ Da R orthogonal ist und R(e3) = v gilt, folgt P,, o R”™' = R~' o P, und
somit P(L') = P.,(R"Y(L)) = R Y(P,(L)). Die Einschrinkung R7|,i: vt — es = R? ist
eine orientierungserhaltende lineare Isometrie; die Eigenschaften (i)—(iii) sind unter Anwendung

eines solchen Diffeomorphismus von R? invariant. Also ist P(L’) generisch.
O

Korollar 2.4. Ein generisches Linkdiagramm besitzt somit ausschliellich transversale Doppelkreu-
zungen zweier Striange, und deren Anzahl ist endlich.

Um einen Link aus seiner Projektion zumindest bis auf Aquivalenz eindeutig rekonstruieren zu
konnen, benotigt man an jedem Kreuzungspunkt die Information, welcher Strang iiber dem anderen
liegt. In Linkdiagrammen wird diese Information durch die Unterscheidung von Uberkreuzung und
Unterkreuzung dargestellt: Der Strang mit der grofleren z-Koordinate im Kreuzungspunkt verlauft
iiber demjenigen mit der kleineren z-Koordinate. Die gleiche Diagrammnotation wird auch fiir orien-
tierte Links verwendet; dabei wird die Orientierung jeder Zusammenhangskomponente durch Pfeile
angegeben. Ein Knotendiagramm ohne Kreuzungspunkte heifit trivialer Knoten.

Definition 2.5. Sei L C R? ein Link.
1. Ein Linkdiagramm von L ist eine generische Projektionsabbildung P(L) C R?, versehen mit
der Zusatzinformation, welcher der beiden Punkte in P~'(x) N L = {p,q} fiir jeden Punkt
r € R? mit |[P~!(xz) N L| = 2 die groBere z-Koordinate besitzt. Diese Wahl bestimmt, welcher
Strang an der entsprechenden Kreuzung oben bzw. unten verlauft.
2. Ein orientiertes Linkdiagramm von L ist ein Linkdiagramm, ausgestattet mit einer Orien-
tierung auf jeder Zusammenhangskomponente von L.

Es wurde von Reidemeister gezeigt, dass (orientierte) Linkdiagramme sédmtliche Informationen
iiber die Aquivalenzklassen von (orientierten) Links enthalten. Der Beweis nutzt grundlegende topo-
logische Methoden sowie elementare Tatsachen tiber glatte Mannigfaltigkeiten [6].

Theorem 2.6. Seien L, L' C R? zwei (orientierte) Links. Dann sind L und L’ dquivalent genau dann,
wenn ihre (orientierten) Linkdiagramme D und Dj, durch eine endliche Folge von orientierungser-
haltenden Diffeomorphismen f : R? — R? sowie durch RM1, RM2 und RM3 ineinander iiberfiihrt
werden konnen. In diesem Fall heiflen die Linkdiagramme D; und Dj. dquivalent.

Um Links (bzw. Knoten) topologisch zu unterscheiden, sucht man Funktionen, die nur von der
Isotopieklasse des Links abhdngen und nicht von einer konkreten zeichnerischen Darstellung im R2.
Linkdiagramme sind eine kombinatorische Kodierung solcher Links, und die Reidemeisterbewegungen
beschreiben genau die lokalen Umformungen, die einer Umgebungsisotopie entsprechen.

Definition 2.7. Sei R ein kommutativer Monoid und D die Menge der (orientierten) Linkdiagramme.
1. Eine (orientierte) Linkinvariante ist eine Abbildung / : D — R, die invariant ist unter
orientierungserhaltenden Diffeomorphismen f : R? — R? sowie unter den Reidemeisterbewe-
gungen RM1, RM2 und RM3.
2. Eine (orientierte) Schleifeninvariante ist eine Abbildung I : D — R, die invariant ist
unter orientierungserhaltenden Diffeomorphismen f : R? — R? sowie unter den Reidemeister-
bewegungen RM1’, RM2 und RM3.

3 Tangle- und Ribbon-Kategorie

Verdickte Links stehen in enger Beziehung zum diagrammatischen Kalkiil von Schleifenkategorien.
Uber- und Unterkreuzungen entsprechen dort den Zopfmorphismen, Maxima und Minima in ei-
nem (verdickten) Linkdiagramm den Evaluations- und Koevaluationsmorphismen in einer pivotalen
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Kategorie. Diese Grundbausteine eines Linkdiagramms erfiillen zusatzliche Relationen: die Reide-
meisterbewegung RM2 entspricht der Inversen der Verzopfung, RM3 der Dodekagonidentitat, und
die modifizierte RM1’ driickt aus, dass eine pivotal verzopfte monoidale Kategorie tatsichlich ei-
ne Schleifenkategorie ist. Daraus ergibt sich der Ansatz, (verdickte) Links durch eine sehr einfache
Schleifenkategorie zu beschreiben, die nur die minimal nétigen Objekte und Morphismen enthélt: Auf
Objektebene gibt es ein grundlegendes Objekt, sein Dual und alle endlichen Tensorprodukte daraus.
Auf Morphismenebene gibt es Evaluation und Koevaluation, die Verzopfung dieses Objekts mit sich
selbst und seiner Inversen sowie alle Kompositionen und Tensorprodukte dieser Morphismen.

Wie bei der Zopfkategorie beschreibt man diese Schleifenkategorie am besten als strikte mono-
idale Kategorie durch Erzeuger und Relationen: Jedes Objekt ist ein Tensorprodukt aus erzeugenden
Objekten, jeder Morphismus eine Komposition beziehungsweise ein Tensorprodukt der erzeugen-
den Morphismen; alle Relationen ergeben sich aus Komposition, Tensorprodukt und der monoidalen
Struktur. Formal dhnelt das einer Préisentation einer Gruppe, nur dass es zwei Arten von ,,Verkniip-
fung® (Komposition und Tensorprodukt) gibt und Morphismen nicht invertierbar sein missen. Um
Links und verdickte Links zu erfassen, fiithrt man zwei solche Kategorien ein, die sich nur in genau
einer Relation unterscheiden: Die Tangle-Kategorie 7 beschreibt orientierte Linkdiagramme, und die
Ribbon-Kategorie R beschreibt orientierte gerahmte Linkdiagramme.

Definition 3.1. Die Tangle-Kategorie 7 ist die strikte monoidale Kategorie mit endlichen Folgen

(¢1,...,€,) in Zy als Objekten sowie sechs erzeugenden Morphismen
U: n: U n: X x1:

—®+ 2P Fo+®—- +@-—2F -0+ +0+—2>+®+ +@+—>+®+
und den zugehorigen Relationen

1. Identitdtsmorphismen: 1, : + - +und 1_: — — —.
2. RM1: RM2: RMa3:

3. Schlangenidentitaten:

URGvRT

4. Verzopfte Schlangenidentititen:

R R

5. Modifizierter RM2:
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6. Die Komposition von Morphismen ist die vertikale Komposition von Diagrammen, wann immer
das Ende eines Diagramms mit dem Anfang eines zweiten Diagramms tibereinstimmt.

7. Die monoidale Struktur ist gegeben durch die Verkettung von endlichen Folgen in Z, und die
horizontale Verkettung von Diagrammen.

Ein Morphismus [ : (e1,...,€y,) — (€],...,€,) in T heifit (m,n)-Tangle.

Die Tangle-Kategorie 7 weist als Relationen der Reidemeisterbewegungen RM1 bis RM3 auf,
auflerdem die Schlangenidentitiat sowie weitere Relationen zwischen Diagrammen, die durch Diffeo-
morphismen miteinander verkniipft sind. Insbesondere ist jedes (0, 0)-Tangle bis auf Reidemeisterbe-
wegungen und Diffeomorphismen des Diagramms ein orientiertes Linkdiagramm. Dies macht diese
Kategorie geeignet zur Beschreibung von orientierten Linkinvarianten. Es gibt eine analoge strikt
monoidale Kategorie zur Beschreibung orientierter Schleifen. Sie besitzt dieselben Erzeuger und Re-

lationen, nur dass die Reidemeisterbewegung RM1 durch RM1’ ersetzt wird.

Definition 3.2.

o Ein geframeter Link oder Schleife ist ein Link L : II,S' — R3 zusammen mit einem
Vektorfeld X entlang L, das nirgends tangential an L ist, d.h. einer glatten Abbildung X :
I0,5' — R mit X(2) ¢ Ty,)L C R? fur alle z € 11,5,

o Zwei geframete Links (L, X') und (L, X”) heiflen Aquivalent oder umgebungsisotop, falls es
eine Umgebungsisotopie F : [0,1] x R* — R? von L nach L’ gibt mit X'(z) = Ty F1(X(2))
fiir alle z € I1,,S*.

Sei L C R3 ein Link und X ein Vektorfeld entlang L, das nirgends tangential an L ist. Dann kann
man L zu einer Schleife verdicken, das sich nur um ganzzahlige Vielfache von 27 um sich selbst
dreht. Dies schliefit inshesondere Mébiusbander aus.

Ist man nur an Aquivalenzklassen geframeter Links interessiert, so kann man das Vektorfeld ver-
gessen und einen geframeten Link stattdessen als einen Link mit einer Zuordnung einer ganzen Zahl
z € 7Z zu jeder Zusammenhangskomponente auffassen, die angibt, wie oft sich diese Zusammenhangs-
komponente um sich selbst dreht.
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Mit Hilfe dieser Relation kann man jede Projektion einer zugehorigen Schleife in eine blackboard
framed Schleifenprojektion tiberfithren, die nur Verdrehungen des links dargestellten Typs, nicht aber
die rechts dargestellte Verdrehung enthélt. Dies entspricht der Vorstellung, das Schleifen in R? in zwei
Farben (schwarz und weif}) einzufarben und so zu projizieren, dass in allen Teilen der Projektion stets
die weifle Seite nach oben zeigt. Blackboard-geframete Links lassen sich durch dieselben Diagramme
wie gewohnliche Links beschreiben, wobei das Linkdiagramm die Projektion einer Linie in der Mitte

der Schleife, des Kerns, darstellt.

7

Der einzige Unterschied ist, dass die Linkdiagramme, die in Relation stehen mittels der Reide-
meisterbewegung RM1 nicht langer als Projektionen von aquivalenten Schleifen beschrieben werden
konnen. Stattdessen erhalten wir die modifizierte Reidemeisterbewegung RM1".

Definition 3.3. Die Kategorie R der Ribbon-Tangles ist die strikt monoidale Kategorie mit endli-
chen Folgen (g1, ...,¢&,) in Zs als Objekten und denselben erzeugenden Morphismen und Relationen
wie in der Tangle-Kategorie, mit der Ausnahme, dass die Relation RM1 durch die Reidemeisterbe-
wegung RM1’ ersetzt wird.

] [ =07

Ein Morphismus f : (e1,...,6,) — (€], ...,€),) in R heiit ein (m,n)-Ribbon-Tangle.

Tl

RM1T’

s

Wie es ihre Bezeichnungen und die diagrammatische Darstellung nahelegen, sind die Tangle-
Kategorie 7 und die Ribbon-Kategorie R tatséichlich Schleifenkategorien, wobei die Evaluation und
Coevaluation durch U, U, N, N gegeben sind und die Verzopfungen aus dem Morphismus X und seiner
Inversen konstruiert werden.

Proposition 3.4. Die Kategorien 7, R sind strikte Schleifenkategorien.
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Beweis. Siehe [4, Proposition 4.2.3]. O

Proposition 3.5 (Universalitat der Ribbon-Kategorie). Sei C eine Schleifenkategorie und V- € Ob(C)
ein Objekt. Sei ferner R die Ribbon-Kategorie. Dann existiert ein geflochtener monoidaler Funktor
Fy: R — C, der bis auf natiirliche Isomorphismen eindeutig bestimmt ist, wobei diese natiirlichen
Isomorphismen durch Kompositionen aus den Assoziatoren und den Einheitskonstraints in C gegeben
sind, und der auf den erzeugenden Objekten und Morphismen festgelegt ist durch

Fy(+) =V, Fy(—) =V~ FyU)=evif : V'@V —e, Fy(U)=evi : VRV* > e

Beweis. Zunéchst behandeln wir den Fall, dass sowohl C als auch R strikt monoidal sind (d.h.
die Assoziatoren und Unitoren Identitdten sind). Der allgemeine Fall folgt anschlieend aus dem
Kohérenzsatz von Mac Lane.

e Fy auf den Objekten: Die Objekte von R sind endliche Folgen (g1, ...,¢,),& € {+,—}, mit
monoidaler Struktur gegeben durch Konkatenation und der leeren Folge als Einheitsobjekt.
Ein strikt monoidaler Funktor Fy: R — C mit Fy(+) = V, Fy,(—) = V* ist damit auf allen
Objekten eindeutig bestimmt durch Fy (e1,...,&,) = Fy(e1) ® - - ® Fy(g,), wobei Fy(+) =V
und Fy(—) = V* wie vorgegeben.

e Fy auf den erzeugenden Morphismen: Die Kategorie R ist als geflochtene monoidale
Kategorie wie folgt prasentiert: Sie wird erzeugt durch ein Objekt 4 sowie durch die folgenden
Morphismen

— eine rechte Evaluation U: (—,+) — @ und eine linke Evaluation U': (+, —) — &,
— die zugehorigen Coevaluationen N: & — (+,—) und N': @ — (—, +),
— eine geflochtene Struktur x: (+,+) — (+, +) mit Inverser x !,
— einen Twistmorphismus T: + — + mit Inverser 71,
unter den iiblichen Relationen:
(a) Schlangenidentitaten (U, N bzw. U, Dualitatsdaten fir + bzw. —),
(b) Yang—Baxter-Gleichung fir x und Kompatibilitdt von x mit Tensorprodukt,
(¢) Kompatibilitat von x mit den Dualitdtsdaten, also die verzopften Schlangenidentitéten;
(d) Kompatibilitdt des Twists 7" mit x und den Dualitétsdaten (d.h. die aus den Ribbon-

Link-Diagrammen ablesbaren Relationen).

In der Ribbon-Kategorie C seien evit: V*®@V — e, coevit: e — V@V* die Dualititsmorphismen
fiir das rechte Dual V* von V, analog evi: V @ V* — e, coevk: e — V* @ V fir die linke
Dualitat. Ferner sei ¢ die Verzopfung und 6y : V' — V der Twist von V in C. Wir definieren
nun Fy auf den erzeugenden Morphismen durch

Fy(U) = ev‘};, Fy(U) := eV‘L,, Fy(X) :=cyy, Fy(T) = 6y.

Die Schlangenidentitdt in C implizieren, dass es zu einer gegebenen Evaluation genau eine
Coevaluation gibt, welche die Dualitit vervollstandigt. Da in R die Morphismen N, N gerade
durch die Eigenschaft charakterisiert sind, zu U, U’ die Schlangenidentitat zu erfillen, miissen
wir notwendigerweise setzen

Fy(N) := coevit, Fy(n') := coevi: .

Damit ist Fy auf allen erzeugenden Morphismen eindeutig bestimmt.

« Existenz eines geflochtenen monoidalen Funktors: Da R als geflochtene monoidale Ka-
tegorie durch die oben angegebenen Erzeuger und Relationen préasentiert ist, gibt es genau dann
einen (strikten) geflochtenen monoidalen Funktor Fy : R — C, der auf Objekten und erzeugen-
den Morphismen wie oben definiert ist, wenn samtliche definierenden Relationen von R unter
Fy zu wahren Gleichungen in C werden. Dies folgt aus den Axiomen einer Ribbon-Kategorie:
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— Die Schlangenidentitdt fir U,N und U, werden in C genau von den Dualitatsdaten
evit coevll bzw. evk coevl erfiillt; damit sind die Relationen in (a) erfiillt.

— Die Verzopfung c in C erfiillt die Hexagon-Axiome und die Yang—Baxter-Gleichung; dies
ist exakt die algebraische Form der Relationen in (b).

— Die Kompatibilitat der Verzopfung mit Evaluation und Coevaluation in jeder Ribbon-
Kategorie (d.h. die Eigenschaft, dass ¢ mit den Dualitdtsmorphismen vertauschbar ist
und sich zu einer Verzopfung auf Dualobjekten fortsetzt) zeigt, dass auch die Relationen
in (¢) in C gelten.

— Schlieflich erfiillt der Twist € in einer Ribbon-Kategorie per Definition genau die Relatio-
nen, die in (d) fiir R vorgeschrieben sind: € ist nattirlich, mit der Verzopfung vertriglich
und selbstdual; insbesondere stimmen die entsprechenden Diagramme, welche die in ‘R
vorgegebenen Twist-Relationen ausdriicken, auch in C.

o Verzopftheit und Eindeutigkeit: Da R als geflochtene monoidale Kategorie von x erzeugt
wird und Fy(Xx) = cyy ist, ist Fy per Konstruktion geflochten: Auf jedem Tensorprodukt
Fy(e1,...,e,) stimmt die durch Fy induzierte Verzopfung mit der in C gegebenen Verzopfung
iiberein. Eindeutigkeit im strikten Fall folgt aus der Tatsache, dass ein strikt geflochtener mo-
noidaler Funktor durch seine Werte auf +, —, U, U, x und T vollstandig bestimmt ist; somit
ist [y der einzige solche Funktor.

« Algemeiner Fall: Sei nun C eine beliebige (nicht notwendig strikte) Ribbon-Kategorie. Nach
dem Kohérenzsatz fiir verzopfte monoidale Kategorien existiert eine strikte verzopfte monoidale
Kategorie C sowie eine veruopfte monoidale Aquivalenz E: C — C. Wihle ein Objekt V €
Ob(C) mit E(V) = V. Auf C konstruieren wir wie oben einen strikt verzopften monoidalen
Funktor ﬁf/: R — C. Durch Komposition erhalten wir einen geflochtenen monoidalen Funktor

Fy:=FEo ﬁﬁ': R — C, der auf Objekten isomorph zu den geforderten Zuordnungen Fy (+) =
V, Fy(—) = V* ist und auf den erzeugenden Morphismen die vorgegebenen Evaluationen,
Coevaluationen, Verzopfung und Twist realisiert. Die dabei auftretenden von E gelieferten
Isomorphismen sind Kompositionen aus Assoziatoren und Einheitskonstraints von C.
Die Eindeutigkeit von Fy, bis auf natiirliche Isomorphismen, die aus Assoziatoren und Einheits-
konstraints in C zusammengesetzt sind, folgt daraus, dass jede zwei derartige Funktoren nach Riickzug
auf eine strikte Aquivalenzklasse wie oben zusammenfallen miissen und die einzigen verbleibenden
Freiheitsgrade durch Kohéarenz eben aus diesen Strukturisomorphismen bestehen. [

4 Das Jones Polynom

Wir fixieren ein ¢ € C*, das keine Einheitswurzel ist, und setzen
p(q)
C(q ::{— ‘p,TECq, r O},
@) =0 ), 7 #

den Quotientenkérper des Polynomrings Clg|. Die Quantengruppe U, (sl;) ist die C(g)-Algebra mit
Erzeugern F, F, K, K~ und Relationen

K—-K!
g—q "
Fiir unsere Zwecke reicht es aus zu sehen, dass U, (slz) auch die Struktur einer Koalgebra tragt. Die

Koproduktabbildung ist ein C(g)-Algebrenhomomorphismus A: U,(sly) — Uy(sly) ®c(q) Uy(sl2),
gegeben durch

AK)=K®K, AE)=EQK+10E, AF)=F1+K'®F

KK =K'K=1, KEK'=¢FE, KFK'=q’F [EF]=

15



Sei V := C(q)vy @ C(q)v— und p: Uy(sly) — Endgg) (V) die eindeutige Darstellung mit

p(K)vy = quy,  p(K)o- =q v, p(B)o-=vy, p(E)uy =0, p(Fluy =v_, p(F)v_=0.

Die induzierte Wirkung auf V' ®c¢(,) V' fiir fiir einen Vektorraum V' der Dimension 2, also geordneter
Basis (vy,v_), ist die C(g)-bilineare sAbbildung

D>: Uy(sla) x (V ®cq) V) — V ®c(q) Vs
(z, (v @ w)) = (p@ p)(A2)) (v © w).

Wir schreiben
€1 = Uy QUy, €2 =03 QU_, €3:=U_QUi, €4:=0U_QU_.

Aus der Definition von A und p folgt explizit

K>e =q¢%, Ep>e =0, Fre =es+q e,
K> ey = e, E>ey=e, F>ey=ey,
K eg=e3, E>e3=qeq, F>e;=qley,

K>e,=q2y, Ere,=q ea+es, Freqg=0.

Setze )
W =V QU_ —q V- QVg, Wy 1= V4 QUL = ey,

Wy = V4 @U_ +qu_ Q Uy = €2 + ges, W_9 :=V_ RQU_ = ey4.

Dann zerfallt
VacgV=Vely mit Vi:=Clgw, Vi::=C(qw:®C(quw &C(q)w_s.

Dabei ist Vj trivial und V5 irreduzibel vom hochsten Gewicht 2, denn aus den obigen Wirkungen
folgt K > wy = wo, E > wy = 0, F > wy = 0, also Vj trivial. Ebenso K > wy = ¢*ws, E > wy = 0 und
Frw, = ¢ 'wy, Fw; = (1+¢*)w_s # 0. Damit ist wy héchstgewichtig vom Gewicht 2, und der von
wy erzeugte Untermodul besitzt die Basis {wo, w1, w_o} und ist irreduzibel. Da dimc ) (V ®cq) V) = 4,
folgt V @c) V = Vo @ 1.

Sei Py: V ®ciq V — V ®¢(q V die Projektion entlang Vs auf V4, also Py(wo) = wo, Po(w) =
Py(ws) = Py(w—g) = 0. In der Basis (eq, ea, €3, €4) gilt damit Py(e;) = 0, Py(eq) = 0, sowie

q 1 1 g

ey — es, Pyles) = ——es +
g+qt P q+qt’ bles) g+q ' gt

Po(eg) = €3.

Setze
§:=—(qg+q "), e:=0P:V &cipyV—V Q¢ V-

Dann ist
e(er) =0, eles) =0, e(es) =—qles+es), eles)=ey—q ‘es.

Lemma 4.1. Es gilt €2 = de = —(¢ + ¢ })e.

Beweis. Da Py : V ®ci) V. — V @¢(y V die Projektion auf V; entlang V5 ist, gilt P; = Py. Mit
der Definition e := 6P, folgt €* = (0F)) o (6P) = §°P? = 6*Py = §(6F) = de. Da auBerdem
§ = —(q + ¢ ') definiert ist, erhalten wir e* = de = —(q + ¢ !)e. N
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Auf Vy ist By = 0, also e = 0 und ¢ = 0 = de. Auf Vj ist Py = 1y, also e = § 1y, und
e? = 8’1y, = de. Da V Q¢ V = Vo @ Vp, folgt e* = de auf ganz V ® V. Definiere

T VeV — V&gV, 7= qlveg,v te

Dann ist 7 U,(slz)-dquivariant und wirkt auf der Basis (e, es, €3, €4) durch

7(e1) = qeu,

T(e2) = qes + (—qes + e3) = e,
7(63)=q€3+(€2—q es) =ex + (¢ —q es,
T(es) = qe

In der Basis (vy,v_) also

T(v4 ®vy) = gy ® vy,

T(v+ @ V) =v- @ vy,

T(v-®@uvy)=vy Qu_+(¢—q¢ Hv_ vy,
( )

TV ®@U_) =qu_ Q@ v_.

Lemma 4.2 (Hecke-Relation). Fiir 7: V&c)V — VOV gilt (T—q lve.,v)(T+q¢ " lyee,v) =0,

alsoT —77'=(¢—q") Lyge, v

Beweis. Mit 1 := lyg.,vist T—ql=e€, 7+ g1 =(qg+q 1)1 +e, also

(T—a)(t+q ') =e((g+q )l+e) =(g+q e+

Mit e? = de = —(q+ ¢ ')e ist das Produkt null. Da 7 invertierbar ist, folgt 7+ (¢7! —¢)1 — 771 =0,
alsoT — 77t = (¢ —q¢ 1. O

Fiir die spitere Verwendung im Jones-Polynom setzen wir o := ¢ %27: V®V — V ® V. Dann
ist 071 = ¢*771 und
q20 - q720.71 =T — Til = (q - qil) 1V®C(q)V-

Die explizite Wirkung von o auf der Basis (v; ® vy, v, @ v_,v_ @ vy, v_ Q@ v_) ist

o(vy ®uvi) =q vy @ vy,
o(vy ®v_) =q v-® vy,
o(v-®vy) =q vy @u_+q 2(q—q - Q vy,
oclv_@u_)=q lv_®@uv_

Beispiel 4.3 (Jones-Polynom aus einem geflochtenen Vektorraum). Sei ¢ € C* keine Ein-
heitswurzel. Wir arbeiten wieder tiber dem Korper F = C(q). Sei (V, o) der geflochtene Vektorraum
mit geordneter Basis (v1, ..., v,), wobei die Flechtung 0: V@V — V ® V durch

qinvj®vi7 Z<]7
o(vi®@v;) = Q¢ v @, =7,
q‘”vj®vi+q_”(q—q_1)vi®vj, 7 >j
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gegeben sei. Dann gibt es einen monoidalen Funktor F': T — Vecty von der Tangle-Kategorie T in
die Kategorie der F-Vektorraume mit F'(+) =V, F(—) = V*, und auf den Erzeugern

F(x): VeV =VeV, FxH):VeV-sVaeV,

FU): V'@V =T, FU): VeV —TF,
FN):F=>VeV F(N):F=V*@V.
Fiir n = 2 liefert eine geeignete Normierung von F' das Jones-Polynom. Ist (a!, ..., a") die zur Basis
(v1,...,v,) duale Basis von V*, so gilt:
F(U) (Oéi X Uj) == 5@‘, F(U/) (Ui & aj) = q1+n72i51j,
FO)(1) =Y woal P =Y ¢ el o,
i=1 i=1

Diese Daten erfiillen die zusitzliche Relation ¢"F(x) — ¢ "F(x™ 1) = (¢ — ¢ ') lygy. Fiir einen Link
L sei F(L) € F die Auswertung von F' auf einem geschlossenen Link-Diagramm, gegeben durch einen
Morphismus in 7. Fiir n = 2 definieren wir

J(L) = (q+q )" F(L) €F.
Dann ist J(L) invariant unter Reidemeisterbewegungen, erfiillt die Jones-Skeinrelation
¢*J(Le) —q *J(L-) = (¢ —q") J(Lo),
und ist durch J((O) = 1 normalisiert. Damit ist J(L) das Jones-Polynom von L in der Variablen g.
Beweis.

1. Wohldefiniertheit: Die Bilder der Becher- und Kappenmorphismen werden durch die Schlange-
nidentitéten festgelegt. Die Gleichungen fiir F'(U) und F(N’) bedeuten

F(U)OF(Q) = 1[5‘, (1v®F(U))O(F(ﬂ)®1v) = 1v,
FU)oF(M)=1p, (ly@FU))o(F(N)®1ly) =1y,
Dies erzwingt genau die oben angegebenen Formeln fiir F/(N) und F(N’). Wir fithren die Schlan-
genidentitdaten explizit in der Basis durch.

« Schlangenidentitit auf V. Zu zeigen ist (1y ® F(U)) o (F(N) ® 1y) = 1y. Sei dazu ein
Basisvektor v, € V' gegeben. Wir identifizieren V ~ F ® V {iber v, <> 1 ® v;. Zunéichst

n

(FM)@1y)(n) =FMely)(lou) =Y uRdeu VeV aV,

(ly @ F(U)(v; ® & @ vg) = v; ® F(U) (o) @ vg) = v; @ 0,

also gilt auf einem beliebigen Basisvektor vy:

(1y ® F(U)((F(N) ® 1y)(vg)) = Zv @FU)(a'®@vp) =Y 0 @0 =0 ® 1 2 v,

i=1

Damit gilt fiir jeden Basisvektor vy:

(1y @ F(U)) o (F(N) ® 1y)(vk) = vg.
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« Schlangenidentititen auf V*. Hier betrachten wir (F(U) ®@ 1y+) o (1y ® F(N)) = 1y+. Sei
of € V* ein Basiselement. Wir identifizieren V* ~ V* ® T iiber o < of ® 1. Zuerst

(1y- ® F(N))(a*) = (1y- @ F(N))(o* @ 1) = Zn: R e VIRVl

i=1
Dann wirkt F'(U) ® 1y« als
(FU)@1p) (" @v;@d?) = F(U)(o* @ 1) @ & = 0y o,

also gilt auf jedem Basisvektor oy des Dualraums

(F(U) ® 1y-) ((1y= @ F(N ZF o* ®v)®al —Z(S;“a = o

=1

Damit gilt fiir alle oy,
(F(U) ®1y-) o (1y+ @ F(N))(a*) = oF.

Alle anderen Identitdten wie RM1, RM2, RM3, die verzopfe Schlangenidentitidt und der modifi-
zierte RM2 folgen analog durch eine explizite, jedoch sehr lange Rechnung. Wir iiberlassen dies
dem interessierten Leser als Ubung. Damit respektiert F' alle definierenden Relationen und ist ein
wohldefinierter monoidaler Funktor F : 7 — Vectp.

. Nachweis der Skein-Relation: Wir miissen nun folgende Relation zeigen:
¢"F(x) = ¢ "F(x™") = (¢~ ¢ )lvev € Ende)(V @ V). ()

In der Tangle-Kategorie seien x, X! : + ® + — + ® + die positive bzw. negative Kreuzung,

undN: @ - —®+, U: +® — = & die Kappe und Kuppe. Aus diesen drei Elementen bilden
wir die drei geschlossenen Tangle-Diagramme

L+ ::UO(1_®X®1_)O
L o=Uo(l_®@x'®1.)on
LO ::UO(1,®1+®+®1,)OO
Diagrammatisch sind L., L_, Ly genau die drei Links, die sich nur in einer kleinen Scheibe durch

eine positive Kreuzung, eine negative Kreuzung bzw. eine Glattung unterscheiden. Wenden wir
den monoidalen Funktor F' an, so erhalten wir

F(Ls)
F(Lo)

F(U)o (1y- ® F(x®) @ 1y+) o F(N),
F(U)o (1y« ®@ lygy ® 1y«) o F(N).

Nun verketten wir () links mit F'(U) ® 1y« und rechts mit 1y« ® F'(N). Wegen der Funktorialitét
von F'und der Natiirlichkeit der Tensorprodukte ergibt sich

¢"F(Ly)—q"F(L.)=F()o (1v* R (¢"F(x)—q¢ "F(x ') ® 1V*) o F(N)
F(U)o (v @ (¢ — ¢ ) lvey @ Ly+) o F(N)

=(¢— ¢ HF(U) o (ly- ® lygy ® 1y=) 0 F(N)
=(q—q¢gHFUo(1_-® 1,5, ®1_)oN)

=(¢g—q ")F(Ly) eC.
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3. Normierung: Fiir das Unknotendiagramm () erhélt man

- n—2i n - i qn B qin
F(O) = F(U) o F(n) = 3 g2 = gron Yo ge - L0 0
=1 =1

Fir n = 2 ist also

Mit Normierung J(L) = (¢+¢~ ')~ F(L) gilt somit J(O) = 1, und die Skein-Relation fiir J lautet
¢*J(Ly) = q*J(L-) = (g — q~ ") I (Lo).

Setzt man t = ¢?, so erhélt man die iibliche Skein-Relation. Die so definierte Invariante J(L) ist
daher das Jones-Polynom:

tJ(Ly) —t P J(Lo) = (8% —t712)J(Ly).
O
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